ESERCIZIO N° 1

In R* & assegnato il sottoinsieme V = {(x, x — 2y, y, 1), X, y, t €eR}. Verificare che V &
un sottospazio di R* e trovare una sua base.

Trovare un sottospazio S di R* tale che V @ S = R%.

Per le proprieta che caratterizzano i sottospazi proviamo :
1) (x1, X1 = 2y1, y1, t1), (X2, X2 — 2y2, y2, t2)eV =
=  (x1, X1 = 2y1, y1, t1) + (X2, X2 — 2y2, y2, t2)eV
infatti,
(x1, X1 — 2y1, ¥1, t1) + (X2, X2 — 2y2, V2, t2) = (X1t+ X2, X1+ X2 — 2(y1+y2), V11V2, ti1+t2)eV
2) aeR, (x,x-2y,y, t)eV = a(x, x -2y, y, t)eV
infatti, a(x, x - 2y, y, t) = (ax, ax — 2ay, ay, at)e V
J)perx=y=t=0= (0, 0, 0, 0)eV
= V é un sottospazio.
Si poteva osservare che & Imf=V dove f: R* - R* ¢ l'applicazione lineare definita
da f(x,y,z,t) = (x,x-2y,y,t).
x=1,y=t=0=wv1=(1, 1, 0, O)
y=1,x=t=0=v2=(0,-2, 1, 0)
t=1,x=y=0=v3=(0,0,0, 1)
=E={1,1,0,0),(0,-2,1,0), (0,0,0, 1)} basediV.

Completiamo E ad una base di R#* potremmo usare il metodo degli scarti

successivi estraendo da {vi, v2, V3, €1, €2, €3, €4} una base. La matrice

1 1 0O
0 -2 10
riga aggiunta—»/0 0 1 O
O 0 01

¢ ridotta (anzi triangolare alta), nessuna riga ¢ nulla = S =L((0, 0, 1, 0))



ESERCIZIO N° 2

Sia @:R2 — RS3 l’'applicazione definita da ¢(x1, X2) = (X1+ X2, X1 — 2X2, X1).
Determinare la matrice associata a ¢, M(¢), rispetto alle due basi canoniche.
Determinare la matrice associata ¢, Mg, r(¢), rispetto alle due basi:
E ={(1, 1), (0, -1)} di R?
F={1,1,1),(1,-2,0),(0,0,1)}di R3

La matrice M(p), avente per colonne o¢(e1) e ¢(e2), dove e1 = (1, 0) ed e2 = (0, 1) sono
i versori fondamentali di R2, si definisce matrice associata a ¢ rispetto alle basi
canoniche rispettivamente di R? e R3:

o(1,0)=(1,1,1)

00, 1) = (1, -2, 0)

1 1
allora: M(p) = |1 -2 che risulta essere la matrice incompleta del sistema
1 0

Y, =X +X,
v, =x, —2x,
Vs =X
La matrice Mg, r(p), rispetto alle due basi E ed F ha per colonne le componenti di
o(1, 1) e (0, —1) rispetto alla base F.
Calcoliamo queste componenti.
Bisogna determinare una terna di numeri reali (a, B, y) in modo tale che
a(l, 1, 1) + B(1,-2, 0) + y(0, O, 1) = (1, 1) = (2, -1, 1)
e un’altra terna (che per comodita continuiamo ad indicare con (a, 3, y)) tale che
o(l, 1, 1) + B(1, -2, 0) + (0, O, 1) = (0, -1) =(-1, 2, 0)
Poiché a(1, 1, 1) + B(1, -2, 0) + y(0, O, 1) = (o + B, o — 2B, o + y), possiamo risolvere
contemporaneamente i due sistemi nel seguente modo:
a+pB=(2,-1)
a-2B=(-1,2) da cui si ottiene facilmente che:
a+vy=(1,0)

(1,0)

(1,-1)
(0,0)

a
B
Y=



o(1,1)=(2,-1, 1) = 1-(1, 1, 1) + 1-(1, -2 0) + 0:(0, O, 1)
0(0,-1) =(-1,2,0)=0-(1, 1, 1) + (- 1):(1, =2, 0) + 0-(0, O, 1)

1 O
si ha quindi: Mg, r(p) = |1 —1| (osserviamo che la matrice Mg, r(p) ha per righe
00

rispettivamente o, B,y ).

ESERCIZIO N° 3

Sia ¢:R3 —» R* l'applicazione lineare definita da
0(x1, X2, X3) = (X1t X2, X2 — X3, X1 + X3, 2X1 + X2 *+ X3).
Determinare la dimIlme e una base di Ime.

Determinare la dimKer¢p e una base di Kere.

1 1 0

. g ) 01 -1

Ime ¢ il sottospazio di R* generato dalle colonne di M(g) = L o0 1
21 1

Per trovare una base di Im¢ dobbiamo ridurre M(p) per colonne:

1 1 -1 1 10

C3—>C3-C1|0 1 —-11|C€3—=C3+C2l 0
O I

21 -1 2

0
o [P dimImo =2={(1,0,1,2), (1, 1,0,

0

= O Rk =

1)} € una base di Ime.

dim Ker¢o =3 -2 =1 = ¢ non ¢ iniettiva.

Kere coincide con l'insieme delle soluzioni del sistema:
X, +X,=0
X,—X3=0
X;+x53=0
2X,+X, +X3=0

1 1 O 1
R3—->R3-Rj 0 1 -1 R3—>R3+Ro 0

1 O
1 -1

— -
R4—>R42R1| 0 —1 1 |R4-R4+R3/0 O O
0 -1 1 0O 0O O

M(o)



x+y=0 X=-y
= (v, ¥,¥), yeR.
y-z=0 zZ=Yy

{-1, 1, 1)} & una base di Kero.

ESERCIZIO N° 4

Nello spazio vettoriale Ro[x] dei polinomi di grado < 2 a coefficienti in R sono dati i
vettori:
pi=x2+2x+ 1, p2=2x2+kx, p3=kx?2-x-3.

Determinare i valori di k per cui p1, p2, ps:

a) formano una base B di Ry[x];

b) risultano linearmente dipendenti e trovare la relazione di dipendenza

lineare.

Nelcasok =0

c) trovare le componenti di x2 rispetto alla base B;

d) considerata l’applicazione lineare f, :R2[x]—>R2[x] definita da f,(p)=p — Ap’ con

LeR. Trovare i valori di A per cui essa € un isomorfismo.

a) pi1=(1, 2, 1), p2=(2, k, 0), ps=(k, -1, -3)

la relazione di dipendenza lineare si traduce analiticamente nell’equazione:

1 2 1
2 k 0|=-Kk?-3k+10=0 = ki=-5 vko=2;
k -1 -3

per k #-5,2 pi1, p2, p3 sono linearmente indipendenti.

b)sek=2=a(x2+2x+ 1) +b(2x2+2x) +c(2x2-x-3)=0 VxeR<
(@a+2b+2¢c)x2+ (2a+2b-c)x+a—-3c=0 vVxeR <

a+2b+2c=0
2a+2b-c=0 (questa eq. € la somma delle altre due)
a-3c=0
a=3c c=-2
a=3c . e .
= 5 =>ia=-6 € una delle infinite soluzioni
3c+2b+2c=0 b=-—c

2 b=5



per k = -5 si trova in maniera analoga

O T o
Il
e w

c) x2=a(x2+ 2x + 1) + b-2x2 + c (- x — 3)= (a+2b)x2+(2a-c)x+a-3c=0 vVxeR

a+2b=1 a:(i .
&<2a-¢c=0 = b:E X2 :(O,E,O)B
a-3c=0 c=0

d)
fale)=1,(x?)=x%2-2Ax;
fi(e2) =1, (x)=xA;
fi(e3)=1,(1)=1

la matrice associata ad f; rispetto alle basi canoniche é:

1 -24 0
A=0 1 -2 |A|=120 =p(A) =dim Imf=3 = dim Ker f=0
0o 0 1

= f e un isomorfismo.

Un’alternativa piu lunga é:

p;=2X + 2 p, = 4x psy=-1

fo(P1)=x2+2x+1 -A2x+2)=x2+2(1 -Ax+1-2A

£ (p2) = 2x2 - 4Ax

fa(p3) =—-x-3 +A

la matrice associata ad f , rispetto alla base B e a quella canonica é:

1 2 0
A=|20-1) -41 -1
1-24 0 -3+4

|Al=-4n(3+0) = 2[2(1 = A)= 3+ A) + 1 — 24] = 1020

=p(A) =dim Imf; =3 = dimKerf, =0 = f, e un isomorfismo.



ESERCIZIO N° 5
Studiare al variare dei parametri a, b €R, 'applicazione lineare f:R3 — R*
definita da:
flel) = (1, 1, a, 1); f(e2) = (a, 1, 2, 0); f(es) = (1 —a, 0, 1, b).

La matrice associata a f é:

1 a 1-a

1 1 0
A=

a 2 1

1 O b

Un minore di ordine 2 non nullo é:

1‘
=-1 %0
0

I minori di ordine 3 contenenti questo minore sono:

1 a 1-a

11 0 |=@1-a)b-1)
10 b

1 1 0

a 2 1/=2b+1-ab
1 0 b

determiniamo i valori di a e b per cui si annullano contemporaneamente
a-1=0 a=1 1-b=0 b=1
- v -
2b+1-ab=0 b=-1 2b+1-ab=0 a=3

o ‘per a=1Ab=-1] per il teorema di Kronecker per il rango di una
matrice si ha: p(A) = 2

1 1 0
1 1 0
A= e Imf= A(1, 1, 2, 0), (O, O, 1, -1))
1 2 1
1 0 -1
X =4
y=4 . :
eq. parametriche di Imf;
z=21+h
t=-h

=X
eliminando h e A si ottengono le eq. cartesiane di Imf: {y ox-t’
z=2x-
dim Kerf=3-2=1
+y=0
Ker f & l'insieme soluzione di {X Y o = (%, -X, x), xXeR
X-Z=



=Ker f= A(1, -1, 1))

a ‘per a =3 A b = 1], per il teorema di Kronecker per il rango di una matrice

si ha: p(A) = 2
1 3 -2
A{l 10 e Imf= A(1, 1, 3, 1), (-2, O, 1, 1))
3 2 1
1 0 1
X=1—-2h
y =4 . .
eq. parametriche di Imf;
z=31 +h
t=1+h

X-3y+2t=0
eliminando h e A si ottengono le eq. cartesiane di Imf: y .
2y—-z+t=0
dim Kerf=3-2=1
X+y=0
Ker f € I'insieme soluzione di { y = (X, -x, -X), xeR
X+z=0

=Ker f= A(1, -1, -1))

o In tutti gli altri casi = p(A)=3 = dimImf=3 = dimKerf=0=1fé¢

iniettiva
1 a 1l-a x
1 1 0
= Imf: y =0
a 2 1 A
1 0 b t

una base é l'insieme costituito dai vettori colonna di A.



ESERCIZIO N° 6
Studiare al variare del parametro a I'applicazione lineare f:R3— R3 definita da:
f(la Oa 0) = (1’ 1’ 1)’ f(O’ 1’ 2) = (a’ a2> a)> f(1> _1> O) = (1> a, _1)
Determinare, in particolare, al variare di a
1) Kerf, Imf;
2) La matrice associata alla f rispetto alle basi canoniche, E;
3) L'immagine inversa del vettore (a+2, 3, a)

Da:
1 0 O

0 1 2(=2z2z0= B={(1, 0, 0), (O, 1, 2), (1, -1, O) } € una base di RS.
1 -1 0

La matrice associata alla f rispetto alla base B e alla base canonica é:

1 a 1
A=|1 a? a
1 a -1

|Al=-a2+a+a2-a2-a2+a=-2a2+2a=_2a(l -a)

o Se = Imf = R3 perché dim Imf = p(A) = 3 = Kerf = {Or3} => f € un

isomorfismo.
1 0 1
o Sela=0-1[1 0 0 p(A) =2 = dimImf=2 = dim Kerf = 1;
1 0 -1

le soluzioni del sistema sono le componenti dei vettori di Kerf rispetto
alla base B :

-0
{X , = (0.y,0 yeR=y(0, 1,2) < Kerf yeR
X-2z=

=Ker f= (0, 1, 2)) retta passante per O di numeri direttori 0,1,2

Imf= A(1, 1, 1), (1, O, -1)) e la sua equazione cartesiana é:
1 1 1
1 0 -1]=0 — x-2y+z=0 piano passante per O

Xy z
11 1

0 Se—> 11 1 p(A) = 2
11 -1

= Imf= A(1, 1, 1), (1, 1, -1) e la sua equazione cartesiana ¢é:
1 1 1
1 1 -11=0 - x-y=0

X'y z



le soluzioni del sistema sono le componenti dei vettori di Kerf rispetto alla
base B :

{x+y+z:0
=0
X+y—2 =0 = {Z (X’ —X, O) xeR = X(1: O’ O) _X(O’ 1’ 2)=
x+y=0
2z=0

(%,-%x,-2x%) € Kerf xeR.
=Ker f = A(1,-1,-2)) retta passante per O di numeri direttori 1,-1,-2

2) f(1, 0, 0) = f(e1) = (1, 1, 1)

f élineare

f(0, 1,2)=f(0Oe1+ 1 ex +2 e3) = 1f(eg) + 2f(e3) = (a, a2, a)
—2f(es) = (a, a2, a) — f(e2)

f(1, -1, 0) = f(e1) — f(e2) = (1, a, -1)

— f(e2) = fle1) - (1, a, -1)

2 — —_
— fles) = (0, 1 -a, 2), fles) = [ga ta-la 2]

2 2
1 0 a
2
— Meg(f)=|1 1-a 2 +2a_1
1 9 a-2
2

3) per

fl(a+2, 3, a) € 'unica soluzione del sistema:
a

X+—z=a+2
2

2 —_—
x+(1-a)y +%alz =3 che si puo risolvere con la regola di Cramer.

X+2y+a_2

Z=a

Un’alternativa piu lunga é:

fl(a+2, 3, a) ha per componenti, rispetto alla base B, l'unica soluzione del
sistema:
X+ay+z=a+2
x+a’y+az=3 che si puo risolvere con la regola di Cramer.
X+ay—-z=a

Per (2, 3, 0) non € soluzionedix-2y+z=0 = (2,3,0) ¢ Imf =
non esiste f1(2, 3, 0).
Analogamente per a = 1.
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