ESERCIZIO N° 1

Stabilire per quali valori del parametro reale h la seguente matrice ha rango

0,1,2,3

1 0 1 0
A=|2 h 2 h
1 1+h 1 2h
Riduciamo A per righe:
0 1 0 1 0
R, > R,-2R; R, R,
A f D e 0 h 0 h -1 0 1+h O 2h
7 lo 1+h 0 2n 0 h 0 h
1 010
Perh=0|0 1 O O] ¢ ridotta ed ha due righe non nulle = p(A) = 2
0O 00O

Per h #0 A non é ridotta

) 1 ) )
Usando la trasformazione Rz —» R3 - ERQ si ottiene:

1 0 1 0
+

O 1+h O 2h
0 h-1 0 0
2
1 010
perh=1-|{0 2 0 2| éridotta ed ha due righe non nulle = p(A) = 2
0O 00O

per h =0, 1 tutte le righe sono non nulle = p(A) = 3



ESERCIZIO N° 2

Risolvere il seguente sistema lineare:

X+y+z=3
X+y—-z=2
X-y+z=2

Riduciamo dapprima il sistema, la matrice completa é:

1 1 113 1 1 1|3 1 1 113
Ro—>Ro-Rj R3—>R3-R;

(A,B)=[1 1 -12| - |0 O -2-1|] —» |0 0 -2-1

1 -1 112 1 -1 1|2 0 -2 0]-1

X+y+z=3
—>4-2z=-1 :-Zli
22
-2y =-1

Si poteva risolvere con la regola di Cramer:

1 1 1
D=1 1 -1/=1.0-1(1+1)+ 1(-1-1) = -4 %0
1 -1 1

o ) 11 ; . .
= il sistema ammette una ed una sola soluzione (ZEE] che si ottiene cosi:

3 1 1
2 1 -1
2 -1 1
X = =2
D
1 3 1
1 2 -1
2 1) 1
Y D 2
1 1 3
1 1 2
1 -1 2 1
z= =—.
D 2



ESERCIZIO N° 3

Discutere, al variare del parametro k, il sistema lineare:
kx+(k-1)y+2kz=k* -1
kx + ky =1-k
2x+y +2z =0

E’ un sistema lineare di 3 equazioni in 3 incognite.

Il determinante D del sistema €

k k-1 2k
D=k k O0|=k2k- (k- 1)2k + 2k(k - 2k) = - 2k(k — 1)
2 1 2

Per k=0, 1 il sistema (per Cramer) ammette una ed una sola soluzione.

Per k=0

0 -1 0-1
(A,B)=|0 0 0O]1 = p(A) =2, p(A, B) = 3 = il sistema € impossibile;
2 1 2/0
infatti:
—y=-1
0=1 impossibile
2x+y+2z=0
Per k=1

1 0 20) (10 20) (1 0 20
A,B)=|1 1 0[0|>|1 1 00|>[1 1 00|>pA)=p@A,B)=2 = il
2 1 20) (11 0oo) (0o o 00

sistema ammette 032 = 0! soluzioni; infatti:

{X+2Z=O

(- 2z, 2z, z), zeR.
x+y=0



ESERCIZIO N° 4

Discutere, al variare dei parametri a,beR, il sistema lineare:

ax+by+z=1
x+aby+z=>b
x+by+az=1

E’ un sistema lineare di 3 equazioni in 3 incognite.

Il determinante D del sistema €&

a b 1
D=|]1 ab 1lj=a(a?2b-b)-ba-1)+b-ab=Db(a®-3a+2)=Dbla-1)@2+a-2)
1 b a
=b(a - 1)%(a + 2).

1. Perb#0 A a= 1, -2 il sistema ammette una ed una sola soluzione che

si pud determinare con il metodo di Cramer:

1 b 1
b ab 1
e 1 b al _a’b+b+b®-ab-ab’-B_Ba-1l)a-b) _ a-b
ba- 1)*(a+2) ba-1)*(a+2) ba-12@+2) (@-1)@a+2)’
a 1 1
1 b1
_ 11 a _a’h+1+l-b-a-a (a-1)(ab+b-2) ab+b-2
Y b(a- 1)*(a+2) ba-12(@+2)  ba-1)*(@+2) ba-1)(a+2)’
a b 1
1 ab b
- 1 b 1 _a’b+b’+b-ab-b-ab® Bla-1)a-b) _ a-b
b(a- 1)*(@a+2) b(a-1)*(a+2) ba-1P2@+2) (@-1)@+2)
a 0 1|1
2. Per b = 0 —» la matrice completa del sistema é: (A,B)=|1 0 1|0
1 0 all

Tutte le sue sottomatrici del terzo ordine contenenti la seconda colonna
avrebbero determinante nullo; allora, consideriamo M, quella formata

dalle colonne 12, 32 e 4a:



a 1 1
M| =1 1 0=a-1+a-1=2(a-1)
1 a1

» allora se a = 1 anche questo determinante sarebbe nullo =

1 0 11
— perb=0 ra=1 - (A,B)=|1 0 10
1 0 11

p(A,B)=2 pA)=1 = il sistema € impossibile (Teorema di

Rouche — Capelli).

> perazl = p(A,B)=3, ma pA)=2 = ‘perb=0 Aa# 1‘

il sistema €& impossibile

1 b 11 1 b 1 1
Ro—>Rp-R3
3.Pera=1 - (A,B)=|1 b 1b — 0 0 Ob-1
R3—>R1-R3
1 b 11 0O 0 O O

» Se b # 1 il sistema € impossibile poiché A e (A, B) sono ridotte e A
ha una sola riga non nulla e (A, B) ha due righe non nulle
= p(A, B)=2=%p(A) =1, infatti si ha :

X+by+z=1
{O =b-1 impossibile
> se b =1 il sistema € indeterminato ed ammette o03-1 = 002 soluzioni,
le soluzioni della equazione X+y+z=1 - (x,y,1-x-y) x,yeR
4. pera=-2
-2 b 1)1 -2 b 11

R3;—>R;+R5+R3

A,B=|1 -2b 1[b|] —> |1 -20 1 b
1 b -21 0O 0 02+b

R,—2R,+R, -2 b 11
- 0 -3b 32b+1| che ¢ ridotta
0O 0 02+b
»> Se b # -2 il sistema € impossibile poiché A e (A, B) sono ridotte e A
ha due righe non nulle e (A, B) ha tre righe non nulle
= p(A, B) =3 % p(A) =2 ; infatti si ha:
—2X+by+z=1
3by-3z=-2b-1
0=-2(b-2) impossibile
> se b = -2 il sistema € indeterminato ed ammette 32 = ool

.. 2x—-2y+z=1 z+1
soluzioni: Z,—,2 zeR
-6y —3z=+3 2
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